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排队 字符串 凸序列 gcd完备

四题的切入点

题目 先解决的问题 方法

排队 删谁会改变右侧记录？ 固定右端点，
维护最后一个不合格位置

字符串 前缀关系怎样变成位置关系？ 二叉树区间，前后缀贪心
凸序列 怎样只数不同的截平结果？ 最小延拓，计数DP，后缀和
gcd完备 缺哪个值会破坏完整性？ 约数窗口，扫描线，历史贡献
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

T1排队

给定一个 1 ∼ n的排列，每个人记录左侧比自己矮的人数。
删除一个非空区间，要求所有留下来的人的记录不变。求合法删除区间数。
1 ≤ n ≤ 2× 105；允许删除整个排列。
样例：a = (3, 1, 2)，答案为 4。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

哪些人的记录会改变？

删除 [l, r]，左侧的人不受影响。
对右侧位置 j > r，记录减少量为

#{i ∈ [l, r] : ai < aj}.

因此，删除合法当且仅当

min
l≤i≤r

ai > max
r<j≤n

aj.

右侧为空时，把右侧最大值记为 0。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素计数：枚举删除区间

记右侧最大值为Mr，Mn = 0。由合法条件，答案为

ans =
n∑

r=1

r∑
l=1

[
min
l≤i≤r

ai > Mr

]
.

固定 r，让 l 从 r 向左移动，维护区间最小值。
后缀最大值Mr 预处理后，每个区间可 O(1)判定，总时间 O(n2)。
接下来研究：固定 r 后，哪些 l 会通过判定？
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

定一求一：固定右端点

设Mr = max(ar+1, . . . , an)，Mn = 0。
在 1 ∼ r 中，设最后一个满足 ai < Mr 的位置为 pr；不存在时 pr = 0。
合法左端点恰好是

l ∈ [pr + 1, r].

所以

ans =
n∑

r=1

(r − pr).

排列元素互异，左侧不会出现 ai = Mr。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

栈内按什么顺序存下标？

栈中保存已扫描、且尚未弹出的下标。从栈底到栈顶：

s1 < s2 < · · · < sk ≤ r.

下标递增，身高 asi 不要求单调。每次从最靠右的位置开始检查。
栈内可能还藏着合格位置；我们只需找到最靠右的不合格位置 pr。
栈初始为空，右端点 r 从 1扫到 n。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

右端点每右移一次，做什么？

当前扫描到 r，右侧最大值为Mr = max(ar+1, . . . , an)；Mn = 0。

1. 将新进入扫描范围的下标 r 入栈。
2. 若栈非空且 atop > Mr，弹栈并重复检查。
3. 停止时，栈顶就是 pr；栈空则 pr = 0。
4. 答案累加 r − pr，再让 r 右移一位。

排列元素互异，栈顶留下时满足 atop < Mr。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

为什么弹掉的位置不用再看？

r 右移时，右侧范围缩小，Mr 非增。
位置 i被弹出时，已有 ai > Mr，以后也始终合格，不会再成为分界线。
真正的 pr 不会被提前弹掉；清除它后面的合格位置后，它就在栈顶。
新下标入栈可能使 pr 向右跳，不能认为 pr 单调左移。
每个下标入栈一次、出栈至多一次：时间 O(n)，空间 O(n)。

CSP-S公益营第一套 9 / 63



排队 字符串 凸序列 gcd完备

手推：每轮入栈、弹栈与贡献

对 a = (3, 1, 2)，栈从底到顶书写：

r Mr 本轮操作 pr／贡献

1 2 入 1，弹 1，栈空 0／1

2 2 入 2，保留栈 (2) 2／0

3 0 入 3，依次弹 3, 2，栈空 0／3

答案为 1 + 0 + 3 = 4；pr 先右跳，再左移。
r = n时任意 l ≤ n都合法。答案最多为 n(n+ 1)/2，用 64位整数保存。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

T2字符串

有 n条记录，按原顺序各分配一个长度为 li 的二进制串。
删除恰好一条记录，要求剩余串字典序严格递增，且两两不存在前缀关系。
求所有可删除位置。
2 ≤ n ≤ 2× 105，1 ≤ li ≤ 60。
样例：l = (2, 1, 2, 2)，可删除位置为 1, 2。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

前缀编码与二叉树

要求任意一个串都不是另一个串的前缀，这就是前缀编码的限制。
从根出发，读到 0向左，读到 1向右。每个串对应一个节点，串长就是节点深度。
▶ 前缀关系：一个节点是另一个节点的祖先。
▶ 无前缀关系：选中的节点互不为祖先。
▶ 字典序递增：这些节点按从左到右的顺序排列。

本题给定各节点的深度，删除一个后，判断能否按原顺序选出这些节点。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

节点对应一段叶子区间

以深度 2为例，底层叶子依次为 00, 01, 10, 11，编号为 0, 1, 2, 3。

串 下面的叶子 对应区间

0 00, 01 [0, 2)

01 01 [1, 2)

1 10, 11 [2, 4)

一个节点下面的叶子连续，祖先关系对应区间包含。
互不为祖先的节点，对应区间互不相交。
因此，要按原顺序从左到右放置互不相交的区间。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

区间长度与起点对齐

将二叉树补到深度 60，底层叶子编号为 0 ∼ U − 1，U = 260。
长为 l、二进制值为 b的串，对应区间

[b 260−l, (b+ 1)260−l).

第 i个区间长 wi = 260−li，起点必须是 wi 的整数倍。
按给定顺序放置这些对齐区间，且互不相交，就得到所需编码。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

总长度够，不代表能按顺序放下

用深度 2的二叉树演示，叶区间为 [0, 4)。
记录长度为 (2, 1, 2)，对应块长 (1, 2, 1)，总长恰好为 4。
第一块最早放在 [0, 1)；第二块必须对齐，只能放在 [2, 4)。
第三块已无位置。
不能忽略原顺序，也不能忽略起点对齐。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素贪心：枚举删除，再靠左放

枚举删除位置 k，从左到右放置其余区间。每块都放在最靠左的合法位置。
前面结束于 u，当前块长 wi，起点为 wi⌈u/wi⌉，所以

u← wi

(⌈
u

wi

⌉
+ 1

)
, u初始为0.

前面结束得越早，后面可选位置越多，因此该贪心不会损害可行性。
若 u > U 则失败；全部放下即成功。一次 O(n)，枚举删除共 O(n2)。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

前缀预处理：复用重复的贪心

删除位置不同时，相同的前缀不必反复放置，只需预处理一次。
设 Fi 为前 i块最靠左放置时的结束位置，F0 = 0。
第 i块最早起点为 wi⌈Fi−1/wi⌉，因此

Fi = wi

(⌈
Fi−1

wi

⌉
+ 1

)
.

从左到右扫描一遍，O(n)求出所有 Fi。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

后缀预处理：从右侧靠右放

对称地，从右到左，把每块放在最靠右的合法位置。
设 Gi 为第 i ∼ n块最靠右放置时的开始位置，Gn+1 = U。
第 i块的结束位置至多为 Gi+1，且必须对齐到 wi 的整数倍，因此

Gi = wi

(⌊
Gi+1

wi

⌋
− 1

)
.

从右到左扫描一遍，O(n)求出所有 Gi。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

删除一个位置，只检查两端边界

删除第 k 块，左侧最早结束在 Fk−1，右侧最晚开始在 Gk+1。
可行当且仅当

Fk−1 ≤ Gk+1.

若成立，两边互不相交，中间允许留空，直接拼接即可。
若不成立，两端已分别尽量靠左、靠右，仍然重叠，其他放法也不可行。
两次预处理共 O(n)，每个删除位置 O(1)判定，总时间 O(n)。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

样例与失败状态

仍用深度 2演示 l = (2, 1, 2, 2)：

删除位置 k Fk−1 Gk+1 可行？

1 0 0 是
2 1 2 是
3 4 3 否
4 超出 4 4 否

正式实现用 U = 260；
前缀失败记为 U + 1，后缀失败记为 −1，后续保持失败状态。
使用 64位整数及整数取整运算；时间、空间均为 O(n)。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

T3凸序列

原序列 A非负、总和为M，且

Ai−1 + Ai+1 ≥ 2Ai.

将每项截为 Bi = min(Ai, H)。求不同 B 的数量，对 998244353取模。
1 ≤ N ≤ 40，0 ≤M ≤ 1000，1 ≤ H ≤ 50。
样例：(N,M,H) = (3, 6, 2)，答案为 15。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

先数结果，不数原像

(2, 0, 4)、(3, 0, 3)、(4, 0, 2)都会得到 (2, 0, 2)，只能计一次。
也不能要求 B 仍然凸：

(6, 3, 0) −→ (4, 3, 0) (H = 4).

原序列满足凸性，截平后却有 4 + 0 < 2× 3。
先描述 B 的形状，再判断是否存在总和恰好为M 的凸原序列。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

凸性决定结果的形状

原序列的凸性等价于差分非降：

Ai−1 + Ai+1 ≥ 2Ai ⇐⇒ Ai+1 − Ai ≥ Ai − Ai−1.

若两端都小于 H，中间项也小于 H，所以低值位置连续。
除全为 H 外，结果唯一写成

H l
∣∣ b1, . . . , bc ∣∣ Hr, l + c+ r = N.

H l 表示连续 l 个 H。中间各项小于 H，仍然凸；两侧可以为空。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

先枚举低值段的位置

低值段从原数组位置 p开始，在位置 t结束，则

l = p− 1, c = t− p+ 1, r = N − t.

例如 N = 5, p = 3, t = 4，结果为

B = (H,H, b1, b2, H).

左侧有几项由起点确定，不需要从低值段的数值推断。
先枚举位置与内容，再判断这个结果是否存在合法原像。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

左侧的最小等差延拓

先考虑低值段至少两项。左侧若非空，从 b1 向左的第一步增量满足

qL ≥ H − b1, qL ≥ b1 − b2.

向外的增量不能减小，所以每步都取

qL = max(H − b1, b1 − b2)

时，总和最小。左侧最小代价为

CL = lb1 +
l(l + 1)

2
qL.

例如 H = 4、低值段为 (3, 0)，左邻至少取 6，不能只取 4。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

右侧延拓与统一代价

右侧同理：

qR = max(H − bc, bc − bc−1),

CR = rbc +
r(r + 1)

2
qR.

记边界低值为 x、内侧相邻低值为 y，向外补 k 项的最小代价为

E(k, x, y) = kx+
k(k + 1)

2
max(H − x, x− y).

于是 CL = E(l, b1, b2)，CR = E(r, bc, bc−1)；k = 0时代价为 0。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

最小和为什么足够？

固定一个结果，原序列最小总和为

S =
c∑

i=1

bi + CL + CR.

若 l + r > 0，可行当且仅当 S ≤M。
取最小延拓，把差额M − S 加到某个截平侧的最外端点，
只会放宽端点附近的凸性条件，且不改变结果。
若 l = r = 0，没有位置可补差额，必须满足∑

bi = M。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

单独处理两种边界

没有低值：结果全为 H，在M ≥ NH 时贡献 1。
只有一个低值 b < H，位于 p，令 l = p− 1, r = N − p。
两侧最小增量均为 H − b，最小总和为

S = Nb+ (H − b)

(
l(l + 1)

2
+

r(r + 1)

2

)
.

N > 1时判断 S ≤M；N = 1时必须 b = M。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素DP：保留低值段起点

顺序：当前结束位置 t从左到右。
状态 Fp,t(a, b, s)：低值段长度至少为 2的结果前缀数。
▶ p：低值段的起点。
▶ a, b：末两项，0 ≤ a, b < H。
▶ s：左侧最小代价加当前低值段之和，0 ≤ s ≤M。

这里 s是已用背包容量；先保留起点，完整写出转移与结算。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素初始化：枚举起点和首两项

枚举起点 1 ≤ p < N、首两项 a, b < H。
左侧长度为 p− 1，初始已用代价为

s = a+ b+ E(p− 1, a, b).

若 s ≤M，执行

Fp,p+1(a, b, s) += 1.

初始结束位置是 p+ 1；左侧代价已经一次计入 s。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素转移：追加一个低值

当前状态为 Fp,t(a, b, s)，追加 0 ≤ x < H。
末尾三项需要满足凸性，容量不能超过M：

a+ x ≥ 2b, s+ x ≤M.

满足时执行

Fp,t+1(b, x, s+ x) += Fp,t(a, b, s).

起点 p不变，末两项变为 (b, x)，已用容量增加 x。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素结算：在当前位置结束

状态 Fp,t(a, b, s)在 t结束，右侧还有 r = N − t项。

CR = E(r, b, a) = rb+
r(r + 1)

2
max(H − b, b− a).

将状态计数加入答案的条件：
▶ p > 1或 r > 0：有截平位置，要求 s+ CR ≤M。
▶ p = 1且 r = 0：无截平位置，要求 s = M。

起点、低值序列、终点共同唯一确定结果，不计原像的种数。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

状态优化：起点还影响什么？

观察朴素初始化、转移和结算：
▶ 左侧最小延拓代价，已经计入容量 s。
▶ 追加下一项，只依赖末两项 a, b和容量 s。
▶ 右侧长度由当前原数组位置 t决定。
▶ 结束时，起点只影响左侧是否有截平位置，即 p > 1。

因此保留容量 s和标记 z = [p > 1]，可以消去完整起点这一维。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

按后效性合并起点状态

将未来选择、结算条件完全相同的状态合并：

ft(a, b, s, z) =
∑
1≤p<t
z=[p>1]

Fp,t(a, b, s).

新状态保留：当前结束位置 t、末两项 a, b、已用容量 s、左侧截平标记 z。
合并状态时累加方案数，不是把不同的结果只算成一种。
z = 0对应 p = 1；z = 1合并所有 p > 1的起点。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

代回初始化与转移

每层 t ≥ 2新开长度为 2的低值段，此时 p = t− 1：

s = a+ b+ E(t− 2, a, b), z = [t > 2].

若 s ≤M，执行 ft(a, b, s, z) += 1。
追加 0 ≤ x < H，且 a+ x ≥ 2b、s+ x ≤M 时，

ft+1(b, x, s+ x, z) += ft(a, b, s, z).

这里 t始终是原数组位置；t− 2只用于新开状态的左侧长度。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

代回结束条件

在 t结束，令 r = N − t，补上右侧代价 E(r, b, a)。
满足下列条件时，执行 ans += ft(a, b, s, z)：
▶ z = 1或 r > 0：s+ E(r, b, a) ≤M。
▶ z = 0且 r = 0：s = M。

起点的精确信息已不参与后续计算，但左侧是否可补差额仍由 z 保留。
所有方案数运算对 998244353取模。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

转移优化：先写来源求和

固定目标末两项 b, c、旧容量 s和标记 z：

ft+1(b, c, s+ c, z) +=
H−1∑
a=0

[a+ c ≥ 2b]ft(a, b, s, z).

由 a+ c ≥ 2b，整理出来源范围：

ft+1(b, c, s+ c, z) +=
H−1∑

a=max(0,2b−c)

ft(a, b, s, z).

来源是 a这一维的一个后缀。这里仍要求 s+ c ≤M。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

后缀和定义后，代回转移

沿 a这一维预处理，约定 Suft(H, b, s, z) = 0：

Suft(u, b, s, z) =
H−1∑
a=u

ft(a, b, s, z).

因此，原转移完整改写为

ft+1(b, c, s+ c, z) += Suft
(
max(0, 2b− c), b, s, z

)
.

下界不小于 H 时贡献为 0；否则一次查询替代枚举 a。
适用条件：0 ≤ b, c < H、s+ c ≤M。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

两次优化的复杂度

阶段 时间 优化点

保留起点 O(N2H3(M + 1)) 先按起点分别生成低值段
消去起点 O(NH3(M + 1)) 容量加存在性标记合并状态
后缀和 O(NH2(M + 1)) 批量求合法来源的计数和

优化后滚动空间 O(H2(M + 1))，用独立数组保存后缀和。
每层依次初始化、结算、求后缀和、转移；原地求后缀和时，必须先结算当前层。
代价乘法使用 64位整数，计数及时取模。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

两条检查路线

H > M：所有原项都小于 H，没有截平；问题退化为原凸序列的精确总和计数。
N = 1：无论M,H 如何取，结果只有一个，即 min(M,H)。
小规模检查：枚举总和为M 的原序列，筛凸性，将截平结果放进集合去重。
样例 (3, 6, 2)：凸原序列 18个，不同截平结果 15个。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

T4 gcd完备

序列元素两两不同。
若区间内任意两数的 gcd都在该区间出现，则称该区间完整。
每次询问 [l, r]，求其中完整子段的数量。
n, q ≤ 2× 105，ai ≤ 4× 105。
单点总是完整段；答案用 64位整数保存。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

完整性不是普通的区间单调性

[2, 3]不完整，加入 1后，[2, 3, 1]又完整。
不能因为当前不完整，就断言继续扩展也不完整。
小规模可以逐段检查“两两 gcd是否出现”，再统计询问内的完整段。
整除链性质：任意两数有一个整除另一个，则所有子段都完整，询问长度为 m时
答案为 m(m+ 1)/2。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

量化合法性：缺失的gcd

区间对两两gcd封闭，等价于任意非空子集的整体gcd都在区间出现。
固定 d，取区间内所有 d倍数组成集合 Sd。
区间不完整，当且仅当存在 d同时满足

Sd ̸= ∅, gcd(Sd) = d, d未出现.

若某个子集的gcd已经是 d，加入其余 d的倍数，gcd仍为 d，所以不用枚举子集。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

集合gcd与两两gcd

若区间对两两gcd封闭，反复合并就得到：任意非空子集的整体gcd都会出现。
反过来，若一对数的gcd为缺失值 d，
所有 d倍数的整体gcd既是 d的倍数、又整除 d，只能为 d。
因此按缺失的 d判定是等价转化。
不能说“整体gcd一定等于某一对数的gcd”：
(6, 10, 15)整体gcd为 1，两两gcd却是 2, 3, 5。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

朴素询问：枚举子段的两端

扫描当前右端点 R，记每个左端点的合法性为

gR(L) = [ [L,R]完整 ].

直接计算询问，要枚举其中所有子段：

ans(l, r) =
r∑

E=l

E∑
L=l

gE(L).

同一个左端点会在多个右端点下贡献，考虑把这些历史贡献累计起来。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

固定左端点，累计历史贡献

定义截至 R、以 L为左端点的完整段数量：

hR(L) =
R∑

E=L

gE(L) = hR−1(L) + gR(L).

交换原求和顺序并代入，得到

ans(l, r) =
r∑

L=l

r∑
E=L

gE(L) =
r∑

L=l

hr(L) .

当前合法性 g 沿右端点累计成 h，再沿左端点求区间和。
询问按右端点离线，不需要保存全部历史版本。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

固定右端点：每个 d只有一个阈值

扫描右端点 R。
设 Td 是满足“[L,R]内所有 d的倍数的 gcd为 d”的最大 L；无解取 0。
若 L满足条件，向左加入更多倍数，gcd仍是 d。
因此满足条件的左端点恰为

L ∈ [1, Td].

随 R增大，已有的这些左端点不会失效，所以 Td 单调不减。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

坏区间覆盖左端点

记 pd 为 d在已扫描部分的出现位置；尚未出现取 0。
gcd条件要求 L ≤ Td，缺少 d要求 L > pd，取交得到

Id(R) = [pd + 1, Td].

设 coverR(L)为所有坏区间对 L的覆盖次数，则

gR(L) = [coverR(L) = 0].

空区间不操作；覆盖为 0，表示没有任何 d违反完整性条件。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

样例：值出现时要撤销限制

序列为 (6, 2, 3, 1)，关注 d = 1。
R = 3：最短 gcd为 1的后缀是 (2, 3)，故 T1 = 2。
值 1还没出现，坏左端点是 [1, 2]。
R = 4：值 1出现，旧坏区间撤销。此时 T1 = 4，新坏区间 [5, 4]为空。
四个右端点新增的完整段数依次为 1, 2, 1, 4，询问 [1, 4]的答案为 8。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

只有新增值的约数会变化

新增 x = aR，只更新 d | x。
▶ 若 x = d：撤销旧坏区间 [1, T old

d ]，再令 pd = R，此刻不新增覆盖。
▶ 若 x ̸= d：pd 不变，Td 只会右移，新增一次覆盖的区间为

[max(pd + 1, T old
d + 1), T new

d ].

空区间不操作。值 d出现后，未来若 Td > pd，仍可能重新产生坏区间。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

倍数子序列上的双指针

对固定 d，只看它的倍数，保留原下标，并把数值除以 d。
Td 就是gcd为 1的最短非空后缀的起点原下标。
▶ 右指针：新增倍数进入队尾。
▶ 若整体gcd不为 1，当前 Td = 0。
▶ 否则，只要删队首后剩余非空窗口的gcd仍为 1，左指针就继续右移。

删掉的位置不必恢复：保留窗口的gcd已为 1，以后加入新数仍为 1。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

子序列总长度的调和级数上界

设 A = max ai。元素互异，所以所有倍数子序列的总长度满足

∑
i

τ(ai) =
A∑

d=1

#{i : d | ai} ≤
A∑

d=1

⌊
A

d

⌋
= O(A log(A+ 1)).

这里限制的是总长度和约数更新次数，不是子序列条数，也不是整题总时间。
预处理最小质因子；扫描到 aR = x时生成约数，把 (R, x/d)加入对应队列即可。
不必预先建出所有完整倍数子序列。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

双栈维护滑动窗口gcd

入队栈与出队栈，每层保存从栈底到该层的gcd。出队栈为空时倒栈，出队栈顶
就是队首。
整个窗口的gcd为

gwindow = gcd(gin, gout).
排除出队栈顶后，其余部分的gcd记为 g−out，则

gremove front = gcd(gin, g−out).
空栈gcd取 0。每条记录至多入队、换栈、出队各一次，均摊常数次gcd运算。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

历史数组的朴素维护

已有当前覆盖数后，每轮枚举所有已激活的左端点，执行

hR(L) = hR−1(L) + [coverR(L) = 0].

询问 [l, r]在扫描到 r 时，求 hr(l) + · · ·+ hr(r)。
即使坏区间更新已经很快，逐个位置累计历史仍需 O(n2)时间。
接下来用线段树，批量识别零覆盖位置并累加历史贡献。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

历史贡献也可以按持续时间理解

一个左端点从扫描时刻 s开始零覆盖，在时刻 t离开零覆盖，这一段贡献为

t− s.

若查询时刻 R仍为零，尚未结算的贡献为 R− s+ 1。
同一 R内所有修改共用一个时刻，中间的临时零覆盖状态不额外贡献。
这与每轮给零覆盖位置加 1等价；下面用逐轮累加的标签实现。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

线段树维护的信息

▶ mn：结点区间的覆盖次数最小值。
▶ cnt：达到最小值的位置数。
▶ sum：区间内全部位置的历史计数之和。
▶ add：覆盖次数的整段加法标签。
▶ hist：待补给最小值位置的历史贡献标签。

sum保存全部历史，不只保存当前最小值位置的历史。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

用最小值位置累计一次贡献

每轮覆盖更新结束后，已激活位置的覆盖数非负。
单点 [R,R]完整，因此根的 mn = 0。
根的最小值位置，恰好就是所有合法左端点。执行

sumroot += cntroot, histroot += 1.

就完成了全部零覆盖位置的历史计数加一，不必逐个访问叶子。
未激活位置设为足够大的覆盖数，不参与最小值计数。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

历史标签怎样下传

部分修改前先下传，避免旧贡献跟随新的最小值位置。

1. 先下传覆盖加法 add，统一父子最小值的基准。
2. 只给 mnv = mnu 的孩子 v 下传父结点 u的历史标签。
3. 清空父结点标签，再递归修改、合并信息。

步骤2完整写为

sumv += histu cntv, histv += histu.

整段统一覆盖加减不改变最小值位置集合，可以暂存标签。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

过去的贡献不能跟随新最小值

某个内部结点有两个位置，覆盖数与历史计数分别为

cover = (0, 1), h = (0, 0).

累计一次贡献后，h = (1, 0)。
随后第一个位置覆盖加 2，应得到

cover = (2, 1), h = (1, 0).

当前最小值换到了第二个位置，但过去那次贡献仍属于第一个位置。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

扫描线的处理顺序

对每个右端点 R：

1. 激活左端点 L = R，令覆盖数和历史贡献为 0。
2. 枚举 aR 的约数，更新窗口与坏区间覆盖。
3. 给所有覆盖数为 0的位置增加一次历史贡献。
4. 回答右端点为 R的询问，查询 [l, R]的历史和。

未激活位置的覆盖数设为足够大的数，不参与历史累计。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

复杂度：区分长度和值域

设 A = max ai。元素互异，所以约数更新总次数不超过
A∑

d=1

⌊
A

d

⌋
= O(A log(A+ 1)).

最小质因子筛预处理 O(A)；按质因数分解生成每个输入值的约数。
计入 gcd运算与线段树后，总时间为

O
(
A log2(A+ 1) + (n+ q) log(n+ 1)

)
.

总空间为 O(A log(A+ 1) + n+ q)。
不能在没有额外条件时把 A直接换成 n。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

四个可以带走的做法

排队：合法性化为极值关系，固定右端点后找最后一个障碍。
字符串：前缀关系转成区间包含；前后缀各取极值，判断拼接。
凸序列：先确定结果的唯一形状，再用最小原像判断可行，最后计数。
gcd完备：将坏情况拆成覆盖区间；区分当前合法数量与完整历史贡献。
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排队 字符串 凸序列 gcd完备

保持联系

信星社官方QQ群：1091707974
Polaris官方QQ群：587390359
信星社OJ：oj.xinxingshe.cn
Polaris：polaris.xinxingshe.cn
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